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Программа по математике вступительного экзамена в ТГЮК.

Общие указания.


Поступающие на специальность 2203 «Программное обеспечение вычислительной техники и автоматизированных систем» сдают вступительные  экзамены по математике ( письменно и устно) и русскому языку (диктант). В конкурсе участвуют баллы экзаменов по математике, диктант-«зачтено», «не зачтено».

На экзамене по математике поступающий должен показать:

a) четкое знание математических определений и теорем, предусмотренных программой, умение доказывать эти теоремы;

b) умение точно и сжато выражать математическую мысль в устном и письменном изложении, использовать соответствующую символику;

c) уверенное владение математическими знаниями и навыками, предусмотренной программой, умение применять их при решении задач.

Программа по математике для поступающих в ТГЮК состоит из трех разделов. Первый из них представляет собой перечень основных математических понятий и фактов, которыми должен владеть  поступающий (уметь правильно использовать при решении задач, ссылаться при доказательстве теорем). Во втором разделе указаны теоремы, которые надо уметь доказывать. Содержание  теоретической части экзаменов должно черпаться из этого раздела. В третьем  разделе перечислены основные математические умения и навыки, которыми должен владеть экзаменуемый.

Раздел I. Основные математические понятия и факты.

Алгебра.

1. Натуральные числа. Простые и составные числа. Делитель,  кратное. Общие признаки. Общее наименьшее кратное.

2. Признаки делимости на 2, 3 , 5 , 10.

3.  Рациональные числа, их сложение, вычитание, умножение и деление. Сравнение рациональных чисел.

4. Действительные числа и измерение величин.  Арифметические операции над действительными числами. Обращение периодических десятичных дробей в обыкновенные.

5.  Понятие дроби. Основное свойство дроби.

6.  Числовые множества и операции над ними.

7.  Числовые выражения. Выражения с переменными. Тождественно

      равные выражения. Формулы сокращенного умножения.

8. Степень с натуральными показателем. Определение и свойства 

     арифметического корня.

9. Степень с рациональным показателем.
10.  Корень n-й степени.

11.Одночлен и многочлен. Стандартный вид многочлена.

12.Понятие функции. Способы задания функции. Область определения и область значений функции.

13.Определение и основные свойства функции: линейной, квадратичной.

14.Квадратичная функция и ее график.

15.Уравнение. Множество решений уравнения. График уравнения с двумя переменами.

16.Неравенства. Множество решений неравенства.

17.Система уравнений. Решение системы. Множество решений системы.

18.Арифметическая и геометрическая прогрессии. Формула n-го члена и суммы первых n членов арифметической прогрессии. Формула n-го члена и суммы первых n членов геометрической прогрессии. 

19.Определение синуса,  косинуса, тангенса и котангенса. Радианная мера угла.

20.Синус и косинус суммы и разности двух аргументов (формулы).

21.Формулы двойного угла.

22.Преобразование в произведение сумм sinα ± sin β, cos α ± cos β.

Геометрия.

1. Прямая, луч, отрезок, ломаная, длина отрезка. Угол, величина угла. Вертикальные и смежные углы. Окружность, круг. Параллельные прямые, направление. Перпендикулярные прямые.

2. Векторы. Операции над векторами. Коллинеарные векторы.

3. Выпуклые фигуры. Многоугольник, его вершины, стороны, диагонали. Оси и центры симметрий многоугольников.

4. Треугольник. Его медиана, биссектриса, высота. Виды треугольников. Средняя линия треугольника.

5. Четырехугольники: параллелограмм,  прямоугольник, ромб, квадрат, трапеция. Средняя линия трапеции.

6. Окружность и круг. Центр, хорда, диаметр, радиус. Касательная к окружности. Дуга окружности, центр.

7. Центральные и вписанные углы.

8. Вписанные и описанные многоугольники. Правильные многоугольники. Выражение стороны правильного многоугольника через радиус описанной около него окружности.

9. Площадь многоугольника. Формулы площади: треугольника, прямоугольника, параллелограмма, ромба, квадрата, трапеции, правильного многоугольника (через радиус описанной около него окружности).

10. Длина окружности и длина дуги окружности. Радианная мера угла. Площадь круга и площадь сектора. 

11. Подобие. Подобные треугольники. Отношение площадей подобных треугольников.

12. Понятие движения. Параллельный перенос и поворот.

13. Задачи на построение. 
Раздел II Основные формулы и теоремы.

Алгебра.

1. Признаки делимости на 2, 3, 5 , 9, 10.

2. Степень с натуральным показателем и ее свойства.

3. Степень с рациональным показателем.

4. Корень n-й степени и его свойства.

5. Арифметическая прогрессия и формула n-го ее члена.

6. Геометрическая прогрессия и формула n-го ее члена.

7. Свойства функции y=ax+b и ее график

8. Свойства функции y=k/x и ее график

9. Свойства функции y=ax2+bx+c и ее график

10. Формула корней квадратного уравнения

11. Теорема Виета (прямая и обратная)

12. Разложение квадратного трехчлена на линейные множители.

13. Формулы сокращенного умножения.

14. Свойства числовых неравенств.

15. Уравнения с одной переменной.

16. Системы уравнений с двумя переменными.

17. Формулы приведения.

18. Зависимости между тригонометрическими функциями одного и того же аргумента.

19. Формулы суммы и разности тригонометрических функций.

20. Тригонометрические формулы двойного аргумента.

Геометрия.

1. Свойства равнобедренного треугольника.

1а. Свойства биссектрисы угла треугольника.

2. Признаки параллельности прямых.

3. Сумма углов треугольника. Сумма внутренних углов выпуклого многоугольника.

4. Свойства средних линий треугольника и трапеции.

5. Центр симметрии параллелограмма.

6. Признаки параллелограмма.

7. Существование окружности, описанной около треугольника

8. Существование окружности, вписанной в треугольник.

9. Свойства касательной к окружности

10. Измерение угла, вписанного в окружность.

11. Признаки подобия треугольников.

12. Теорема Пифагора.

13. Теорема косинусов.

14. Теорема синусов.

15. Формулы площадей параллелограмма, треугольника, трапеции.

16. Формулы площадей круга, кругового сектора.

Раздел III. Основные умения и навыки.

Экзаменующийся должен уметь:

1. Производить арифметические действия над числами, заданными в виде десятичных и обыкновенных дробей; с требуемой точностью округлять данные числа и результаты вычислений, производить приближенную прикидку результата;

2. Производить тождественные преобразования многочленов, дробей, содержащих переменные, выражений, содержащих степенные функции;

3. Строить графики линейной, квадратичной, степенной функции;

4. Решать уравнения и неравенства первой и второй степени, уравнения и неравенства, приводящиеся к ним; решать системы уравнений и неравенств первой и второй степени и приводящиеся к ним;

5. Решать задачи на составление уравнений и систем уравнений;

6. Изображать геометрические фигуры на чертеже и производить простейшие построения на плоскости;

7. Использовать геометрические представления при решении алгебраических задач, а методы алгебры- при решении геометрических задач;

8. Проводить операции над векторами (сложение и вычитание векторов,  умножение  вектора на число) и пользоваться свойствами этих операций.

Об устном экзамене.
В ТГЮК устный экзамен проводится в строгом соответствии с программой по математике неполного среднего образования. На устном экзамене поступающему предлагается два теоретических вопроса и дается необходимое время  для подготовки обстоятельного ответа на эти вопросы. Как правило, вопросы теории сформулированы так же, как они сформулированы в программе по математике для поступающих в ТГЮК.

Критерии оценки устного экзамена.

Оценка  «5» : абитуриент на оба вопроса дал конкретные ответы и ответы на все дополнительные вопросы;

Оценка  «4» : абитуриент на два вопроса с небольшими неточностями;

Оценка  «3» : один из вопросов освещен полностью.

О письменном экзамене.

На письменном экзамене по математике проверяются практические умения и навыки.

Абитуриенту предлагается вариант задания, в котором содержится пять заданий:

1. Упростить выражение;

2. Решить неравенство;

3. Найти значения всех тригонометрических функций угла α, при выполнении определенных условий;

4. Текстовая задача на составление уравнений;

5. Геометрическая задача на вычисление.

Критерии оценки письменного экзамена.

Оценка  «5»:представлено полное решение всех пяти задач варианта;

Оценка  «4»:представлено решение любых четырех задач;

Оценка  «3»: представлено решение любых трех задач.


 2. Устный экзамен.

Алгебра.

§2.1. Корень n-й степени и его свойства.

Корнем n-й степени из числа а называется такое число, n-я степень которого равна а. Например, корнем пятой степени из 32 является число 2, т.к. 25=32 ; корнем четвертой степени из 81 является каждое из чисел 3 и -3, т.к. 34=81 и (-3)4=81.

Корень второй степени принято называть квадратным корнем, а корень третьей степени – кубическим корнем.

Рассмотрим степенную функцию y=xn  с нечетным показателем n (рис 1).

Для любого числа а существует единственное значение x, n –я  степень которого равна x.
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рис 1

Это значение является корнем n-й степени из а. Для записи корня нечетной степени n из числа а  используют обозначение 
[image: image3.wmf]n
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(читают “Корень n-й степени из “a” ). Число  n называют показателем корня, выражение под знаком корня- подкоренным выражением. 

Рассмотрим теперь степенную функцию y=xn c четным показателем n (рис 2)
                        Рис 2.

                                           При любом а>0 существует два противо-

                                           положенных  значения  x, n-я степень ко-

            а                             торых  равна а. При  а=0  такое  значение

        1 -                                                одно, при a<0 таких  чисел нет.  Другими

                                           словами,   если  n-четное  число и  a>0,то

-
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                   существует два  корня  n-й  степени из а. Эти корни являются противоположенными числами. Если а=0, то корень n-й степени из а равен нулю. Если а<0 и n-четное число, то корень n-й степени из а не существует.

В случае четного n знаком 
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 обозначают неотрицательный корень n-й степени из а. Отрицательный корень n-й степени из а записывается так: -
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. Выражение 
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 при четном n  и a<0 не имеет смысла.

Итак, если n- нечетное число, то выражение 
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имеет смысл при любом а, если n- четное число, то выражение 
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имеет смысл лишь  при а≥0.

Определение. Арифметическим корнем n-й степени из неотрицательного числа а называется неотрицательное число, n-я степень которого равна  а. 

Свойства арифметического корня n-й степени:

Теорема 1. Если а≥0 и b≥0, то
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Пусть  а≥0 и b≥0. Тогда каждое из выражений 
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 и 
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 имеет смысл. Докажем, что выполняются условия:

1)  
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≥0                           и  2)    (
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)n=a*b
Значение выражения 
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 неотрицательно, т.к. по определению арифметического корня 
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 ≥0 и 
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≥0. Кроме того, по свойству степени произведения

  (
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Значит, по определению арифметического корня  n-й степени верно равенство  
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Доказанная теорема распространяется на случай, когда число множителей больше двух.

Теорема 2. Если а≥0 и b≥0, то  
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Доказательство проводится аналогично доказательству теоремы 1.

Теорема 3. Если n и k –натуральные числа и а≥0, то
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Так как а≥0, то выражение  
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 имеют смысл и неотрицательны.

Кроме того,

(
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Следовательно, по   определению арифметического корня верно и равенство 
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Теорема 4. Если n,k,и m- натуральные числа и а≥0, то 
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По теореме 3 имеем:
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Мы доказали, что арифметический корень n –й степени обладает свойствами : если показатель корня и показатель степени подкоренного выражения умножить на одно и то же число, то значение корня не изменится.

Это свойство иногда называют основным свойством корня.

§2.2.Теорема Виета.

Теорема1.(Прямая теорема Виета)

Сумма корней квадратного уравнения равна коэффициенту при x, взятому с противоположным знаком и деленному на коэффициент при x2, а произведение корней - свободному коэффициенту, деленному на коэффициент при x2 :
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Справедливо и обратное утверждение:

Теорема 2.   (Обратная)                                                                                                                                                                                                                                                                           Если выполняются равенства
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,     то числа x1и x2 являются 

корнями квадратного уравнения  ax2 +bx+c=0

Доказательство. Из равенств 
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 следует, что  
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Но  
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=(x-x1)*(x-x2) и поэтому и уравнение ax2 +bx+c=0.

Формулы 
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 остаются верными и в случае, когда уравнение ax2 +bx+c=0 имеет один корень х1 кратности 2, если положить в указанных формулах x1=x2. Поэтому принято считать, что при D=0 уравнение ax2 +bx+c=0 имеет два совпадающих друг с другом корня.

§2.3. Многочлен. Стандартный вид многочлена.

Многочленом называют алгебраическую сумму одночленов.

Например,

3x2y-5xy2+x-y; x3+y3+z3-3xyz; x2x4+4(x3)4+6x*x+4x-1 — многочлены, а выражения   (x+y)4; 
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 многочленами не являются.

Слагаемые, входящие в многочлен, называются его членами. Например, членами многочлена 2x2y-3xy2 +6 являются  2x2y; 3xy2  и 6. 

Среди членов многочлена могут быть подобные, т.е. отличаться друг от друга лишь коэффициентами. Сумму таких членов можно заменить одним слагаемым. Эту операцию называют приведением подобных членов.

Многочлен имеет стандартный вид, если :

а) все его члены имеют стандартный вид;

б)  среди его членов нет подобных.

Чтобы привести многочлен к стандартному виду, надо сначала привести к стандартному виду все его члены, а потом привести подобные члены.

Два тождественно равных многочлена стандартного вида могут отличаться друг от друга лишь порядком слагаемых. Если в многочлен входит лишь одна переменная, то его слагаемые располагаются в порядке убывания показателей степеней этой переменной. Расположенные по убыванию показателей многочлены тождественно равны лишь при условии, что их стандартные записи совпадают.

Член с большей степенью называют старшим членом многочлена.

 Наибольшую из степеней, входящих в данный многочлен слагаемых называют степенью этого многочлена. Например, степень многочлена 3a4b2 - 6a3b+ 7ab4 -5a2b равна  6 — такую степень имеет слагаемое  3a4b2 , а степени остальных слагаемых меньше 6. Если степени всех членов многочлена одинаковы, то этот многочлен называют однородным. Например, x4+2x3y+6x2y2+3y4  —  однородный многочлен степени 4. 

§2.4. Арифметическая и геометрическая прогрессия. Формула n-го члена и суммы первых n членов арифметической прогрессии. Формула n-го члена и суммы первых n членов геометрической прогрессии.

Будем выписывать в порядке возрастания положительные четные числа: 2;4;6;8;…;2n
Получим последовательность.

Числа, образующие последовательность, называют соответственно первым, вторым, третьим, четвертым и т.д. Членами последовательности обычно обозначают буквами с индексами, указывающие порядковый номер члена. Например,  a1, a2, a3, a4, и.т.д.

Последовательность может содержать конечное число членов. В таком случае ее называют конечной.

Последовательность задают с помощью формулы n-го члена последовательности. Например, последовательность положительных четных чисел можно задать формулой an=2n.

Формулу, выражающую любой член последовательности, начиная с некоторого, через предыдущие, называют рекуррентной.

Определение. Арифметической прогрессией называют последовательность, каждый член которой начиная со второго, равен предыдущему члену, сложенному с одним и тем же числом.

Иначе говоря, если an+1= an+в, то (an) – арифметическая прогрессия.
Число d называют разностью арифметической прогрессии. Чтобы задать арифметическую прогрессию, достаточно указать ее первый член и разность. Зная первый член и разность арифметической прогрессии, можно найти любой ее член, вычисляя последовательно второй, третий, четвертый и.т.д. члены прогрессии. Однако для нахождения члена прогрессии с большим номером такой способ такой способ не удобен. Постараемся отыскать способ, требующий меньшей вычислительной работы.

По определению арифметической прогрессии

a2=a1+d;

a3=a2+d= a2=(a1+d)+d= a1+2d;

a4=a3+d= a3+d= (a1+2d)+d= a1+3d;

…

an=a1+d(n-1)

Мы получили формулу n-го члена арифметической прогрессии.

Любая арифметическая прогрессия может быть задана формула вида an=kn+b, где k и b- некоторые числа.

Пусть требуется найти сумму первых ста натуральных чисел.

Обозначим сумму первых n членов арифметической прогрессии (an) через Sn и запишем эту сумму дважды, расположив в первом случае слагаемые в порядке возрастания их номеров, а во втором случае- в порядке убывания:

Sn=a1+ a2  +  a3 +  a4  + …+an-1+ an

                                                               (1)

Sn=an+ an-1+an-2+ an-3+ …+a2   + a1

                                                               (2)

Сумма каждой пары членов прогрессии, расположенных друг под другом, равна a1+ an. Действительно, 
a2+ an-1=( a1+ d)+( an-d)= a1+ an;

a3+ an-2=( a2+ d)+( an-1-d)= a2+ an-1 =a1+ an;

a4+ an-3=( a3+ d)+( an-2-d)= a3 +an-2 =a1+ an;

и.т.д.

Число таких пар равно n. Поэтому сложив почленно равенства (1) и (2), получим:

2* Sn=( a1+ an)*n.

Разделив обе части последнего равенства на 2, получим формулу суммы n первых  членов арифметической прогрессии:
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Геометрическая прогрессия.

Определение. Геометрической прогрессией  называется последовательность отличных от нуля чисел, каждый член которой, начиная со второго, равен предыдущему члену, умноженному на одно и то же число.

Иначе говоря, последовательность (bn) – геометрическая прогрессия , если для любого натурального n выполняются условия:

bn≠0  и  bn+1= bn*q
Из определения геометрической прогрессии следует, что 
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Число q называют знаменателем геометрической прогрессии.

Чтобы задать геометрическую прогрессию , достаточно указать ее первый член и знаменатель.

Зная первый член и знаменатель геометрической прогрессии, можно найти последовательно второй, третий и вообще любой ее член:

b2= b1*q;

b3= b2*q= (b1*q)*q= b1*q2;

b4= b3*q= (b1*q2)*q= b1*q3;

…

bn=b1*qn-1.

Мы получили формулу n-го члена геометрической прогрессии.

Выведем теперь формулу суммы n первых  членов геометрической прогрессии.

Пусть дана геометрическая прогрессия (bn). Обозначим суммы n первых  n ее членов  через Sn:

Sn= b1+ b2  +  b3 +  b4  + …+bn-1+ bn

                                                                                            (1)

Умножим обе части этого равенства на q:

Snq= b1q+ b2q  +  b3q +  b4q  + …+bn-1q+ bnq
Учитывая, что 

b1*q= b2; b2*q= b3; b3*q= b4;…;bn-1*q= bn, получим:

Snq=b2+b3+b4+…+bn+bnq;

                                        (2)

Вычтем почленно из равенства (2) равенство (1) и приведем подобные члены:

Snq-Sn= (b2+b3+b4+…+bn+bnq)-(b1+b2+b3+b4+…+bn-1+bn)= bnq-b1,

Snq-Sn= Sn(q-1)= bnq-b1
Отсюда следует, что при q≠1

Sn=
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Мы получили формулу суммы n первых  членов геометрической прогрессии, в которой q≠1, то все члены прогрессии равны первому члену и Sn=n*b1.

Подставим в формулу ( I)  вместо bn выражения  b1qn-1 и получим формулу суммы n первых  членов геометрической прогрессии в другом виде: 
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, если q≠1.

Если геометрическая прогрессия бесконечна, то сумму прогрессии, при |q|<1, то сумму прогрессии находят по формуле 
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. Если |q|≥1, то сумма n первых  членов геометрической прогрессии при неограниченном увеличении n не стремится ни к какому числу.

Геометрия.

§2.5. Существование окружности, вписанной в треугольник.

Если все стороны многоугольника касаются окружности, то окружность называется вписанной в многоугольник, а многоугольник – описанным около этой окружности.

Докажем теорему об окружности, вписанной в треугольник.

Теорема. В любой треугольник можно вписать окружность.

Доказательство. Рассмотрим произвольный треугольник ABC и обозначим буквой О точку пересечения его биссектрис.

                    C                                         Проведем перпендикуляры

                                                               OK, OL и  OM соответствен-

        M                  L                               но к сторонам AB, BC и CA.

                                                               Т.к. точка О равноудалена от

               O                                             сторон треугольника АВС, то

                                                               OK=OL= OM. Поэтому окру-              

                                                               жность с центром О радиуса

A                          K                   B                      ОК проходит через точки 

K, L и М. Стороны треугольника АВС касаются этой окружности в точках K, L и М, так как они перпендикулярны к радиусам ОК, OL и ОМ. Значит, окружность с центром О радиуса ОК является вписанной в треугольник АВС. Теорема доказана.

Замечание. В треугольнике можно вписать только одну окружность. Допустим, что в треугольник можно вписать две окружности. Тогда центр каждой окружности равноудален от сторон треугольника и, значит, совпадает с точкой О пересечения биссектрис треугольника, а радиус равен расстоянию от точки О до сторон треугольника Следовательно, эти окружности совпадают.

§2.6.Признак подобия треугольников по двум углам.

Две фигуры называются подобными, если они переводятся  друг в друга  преобразованием подобия.
Теорема. Если два угла одного треугольника равны двум углам другого треугольника, то такие треугольники подобны.

Доказательство. Пусть у треугольников ABC и  A1B1C1   
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. Докажем, что ∆ ABC  ∞  ∆ A1B1C1 .

Пусть 
[image: image62.wmf]1

1

B

A

AB

k

=

 . Подвергнем треугольник A1B1C1  преобразованию подобия с коэффициентом подобия k , например гомотетии. При этом получим некоторый треугольник  A2B2C2 , равный треугольнику АВС. (рис 3) Действительно, так как преобразование подобия сохраняет углы, то 
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  А значит, у треугольников АВС и   A2B2C2   
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 . Далее, A2B2 =k A1B1 =AB. Следовательно, треугольники ABC и A2B2C2  равны по второму признаку(по стороне и прилежащим к ней углам).

Так как треугольники  A1B1C1  и A2B2C2   гомотетичны и, значит подобны, а треугольники A2B2C2  и АВС равны и поэтому тоже подобны, то треугольники A1B1C1  и АВС подобны.

Теорема доказана.

Рис 3.                                                  C2
                                                                A                                              C
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                                        B2                                                              

                                                            C1                           B
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§2.7. Многоугольники.

Ломаной  A1A2A3…An  называется фигура, которая состоит из точек A1, A2,  A3, … ,An и соединяющих их отрезков A1A2, A2A3, …, An-1An. Точки A1, A2,  A3, … ,An называются вершинами ломаной, а отрезки A1A2, A2A3, …, An-1An – звеньями  ломаной.

Ломаная называется замкнутой, если у нее концы совпадают. Простая замкнутая ломаная называется многоугольником, если ее соседние звенья не лежат на одной прямой. Вершины ломаной называют вершинами многоугольника, а звенья ломаной - сторонами многоугольника. Отрезки, соединяющие не соседние вершины многоугольника, называются диагоналями. Многоугольник с n-вершинами называется n-угольником.

Многоугольник называется выпуклым, если он лежит в одной полуплоскости относительно любой прямой, содержащей его сторону. Углом выпуклого многоугольника при данной вершине называется угол, образованный его сторонами, сходящимися в данной вершине.

  Теорема. Сумма углов выпуклого n-угольник равна 180°(n-2).

Доказательство.

В случае n=3 теорема справедлива. Пусть A1A2A3…An- данный выпуклый многоугольник и n>3.

                                            Проведем n-3 диагонали: A1A3,  A1A4,…,

            A 3                                         A1An.
A2                                    A4      Так как многоугольник выпуклый, то 

                                                   эти диагонали разбивают его на n-2 

                                             треугольника: ∆A1A2A3, ∆A1A3A4,…,

                                             ∆A1An-1An .                       

                                                   Сумма углов многоугольника A1A2…An             

                                                    совпадает с суммой углов всех этих 

A1                                                              треугольников . Сумма углов каждого 

                                  An                           треугольника равна 180° , а число этих треугольников есть (n-2), поэтому сумма углов выпуклого  n-угольника равна 180°(n-2),qed. Теорема доказана.

§2.8. Осевая и центральная симметрия.

Две точки А и А1 называются симметричными относительно прямой а, если эта прямая проходит через середину отрезка АА1 и перпендикулярна к нему. Каждая точка прямой а считается симметричной самой себе.


                   А                                    N1
а                                                    

                                           M                             N
                                              

                   А1 

                                                   P                       M1
             a)                                             б)       

Точки M и M1, N и N1 симметричны относительно прямой b, а точка P симметрична самой себе относительно этой прямой.

Фигура называется симметричной относительно прямой а, если для каждой точки фигуры симметричная ей точка относитель​но прямой а также принадлежит этой фигуре. Прямая а назы​вается осью симметрии фигуры. Говорят также, что фигура обла​дает осевой симметрией. Приведем примеры фигур, обладающих осевой симметрией:

У неразвернутого угла одна ось симметрии — прямая, на которой расположена биссектриса угла. Равнобедренный (но не равносторонний) треугольник имеет также одну ось симметрии, а равносторонний треугольник — три оси сим​метрии. Прямоугольник и ромб, не являющиеся квадратами, имеют по две оси симметрии, а квадрат — четыре оси симметрии. У ок​ружности их бесконечно много — любая прямая, проходящая че​рез ее центр, является осью симметрии. Имеются фигуры, у кото​рых нет ни одной оси симметрии. К таким фигурам относятся параллелограмм, отличный от прямоугольника, разносторонний треугольник.

Две точки А и А1 называются симметричными относительно точки О, если О — середина отрезка АА1.

              
         О                   А1                   Точка О  считается симметричной сама 

                                                   себе.
 A
Фигура называется симметричной относительно точки О, если для каждой точки фигуры симметричная ей точка относительно точки О также принадлежит этой фигуре. Точка О называется центром симметрии фигуры. Говорят также, что фигура обладает центральной симметрией. Примером фигур, обладающих центральной симметрией, является окружность и параллелограмм.

§2.9.Отображение плоскости на себя. Понятие движения.

Представим себе, что каждой точке плоскости сопоставляется (ставится в соответствие) какая-то точка этой же плоскости, причем любая точка плоскости оказывается сопоставленной некоторой точке. Тогда говорят, что дано отображение плоскости на себя.

Осевая симметрия обладает

обладает следующим  важным                                         M
свойством —  это отображе -

ние  плоскости на себя, кото-      М                   p           M1            

рое  сохраняет      расстояние                                                   

между точками. Поясним, что                                                  O
это значит. 

                                                                      а

                                                                                                                    М

Пусть М и N —  какие-либо точки, а М1и N1— симметричные им точки  относительно прямой а.(рис 3а)
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 Из точек N и N1 проведем перпендикуляры NP и NP1 к прямой ММ. Прямоугольные треугольники MNP и M1N1P1 равны по двум катетам: МР = М1Р1 и NP — N1P1 (объясните, почему эти катеты равны). Поэтому гипотенузы MN и M1N1 также равны. Следовательно, расстояние между точками М и N равно расстоя​нию между симметричными им точками М1 и N1. (Другие случаи расположения точек М, N и М1, N1, представленные на рисун​ке 3 б, рассмотрите самостоятельно и убедитесь в том, что и в этих случаях MN = M1N1.) Таким образом, осевая симметрия являет​ся отображением, которое сохраняет расстояния между точками. Любое отображение, обладающее этим свойством, называется движением (или перемещением). Итак, движение плоскости — это отображение плоскости на себя, сохраняющее расстояния. Почему отображение, сохраняющее расстояния, называют дви​жением (или перемещением), можно пояснить на примере осевой симметрии. Ее можно представить как поворот плоскости в про​странстве на 180° вокруг оси а. На рисунке 4  показано, каким образом происходит такой поворот.
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рис 4                                                                                    рис 5

Отметим, что центральная симметрия плоскости также являет​ся движением (пользуясь рисунком 5, убедитесь в этом само​стоятельно) 

Докажем следующую теорему:

Теорема.  При движении отрезок отображается на отрезок.

Доказательство. Пусть при заданном движении плос​кости концы М и N отрезка MN отображаются в точки М1 и N1 (рис. 6)

     N
                                                   N1
           P                                   

                                                  P1

                 M                             M1

                      Рис 6

 Докажем, что весь отрезок MN отображается на отрезок M1N1 Пусть Р— произвольная точка отрезка MN, Р1 — точка, в которую отображается точка Р. Тогда МР+РМ =  MN. Так как при движении расстояния сохраняются, то

M1N1=MN, M1P1=MP и N1P1=NP. (I)

Из равенств (1) получаем, что M1P1 +P1N1 =M1N1, и, следо​вательно, точка Р1 лежит на отрезке M1N1 (если предположить, что это не так, то будет выполняться неравенство М1Р1+P1N1 > M1N1). Итак, точки отрезка МN отображаются в точки отрезка M1N1.

Нужно еще доказать, что в каждую точку Р1 отрезка M1N1 отображается какая-нибудь точка Р отрезка MN. Докажем это. Пусть Р1 — произвольная точка отрезка M1N1 и  точка Р при задан​ном движении отображается в точку Р1. Из соотношений (1) и ра​венства M1N1=M1P1+P1N1 следует, что MP+PN = MN, и, зна​чит, точка Р лежит на отрезке ММ,qed. Теорема доказана.

Следствие. При движении треугольник отображается на равный ему треугольник.

В самом деле, в силу доказанной теоремы при движении каждая сторона треугольника отображается на равный ей отре​зок, поэтому и треугольник отображается на треугольник с со​ответственно равными сторонами, т. е. на равный треугольник.

Пользуясь доказанной теоремой, нетрудно убедиться в том, что при движении прямая отображается на прямую, луч — на луч, а угол — на равный ему угол.

§2.10.Параллельный перенос и поворот

Пусть а — данный вектор. Па​раллельным переносом на вектор а называется отображение плос​кости на себя, при котором каждая точка М отображается в та​кую точку М1, что вектор ММ1 равен вектору а (рис 7 ).

                                      М1

      _                                                            N1

      а

                     M
                                             N
                                            Рис 7

Параллельный перенос является движением, т. е. отображени​ем плоскости на себя, сохраняющим расстояния. Докажем это. Пусть при параллельном переносе на вектор а точки М и N отображаются в точки М1 и N1, (см. рис. 7). Так как ММ1 =а, NN1 =а, то ММ1 = NN1,. Отсюда следует, что ММ1||NN1 и ММ1=NN1, поэтому четырехугольник MM1N1N — параллелограмм. Следо​вательно, MN = M1N1, т. е. расстояние между точками М и N равно расстоя​нию между точками М1 и N1(случай, когда точки М и N расположены на прямой, параллельной вектору а, рас​смотрите самостоятельно). Таким об​разом, параллельный перенос сохра​няет расстояния между точками и поэтому представляет собой движение. Наглядно это движение можно представить себе как сдвиг всей плоскости в направлении данного вектора а на его длину.
§2.11.Поворот.

 Отметим на плоскости точку О (центр по​ворота) и зададим угол а (угол поворота). Поворотом плос​кости вокруг точки О на угол а называется отображение плос​кости на себя, при котором каждая точка М отображается в такую точку М1, что ОМ = ОМ1 и угол МОМ1 равен α (рис. 8). При этом точка О остается на месте, т. е. отображается сама в себя, а все остальные точки поворачиваются вокруг точки О в одном и том же направлении — по часовой стрелке или против часовой стрелки. На рисунке 8 изображен поворот против часовой стрелки.

M1                         M                                            N                 M1                          

                                                

                                                            

                                                                 N1                        α
               α                                                                                           α                 M
                                                                                                            

                O                                                                                   O
               Рис8                                                                                   Рис 9    

Поворот является движением, т. е. отображением плоскости на себя, сохраняющим расстояния.
Докажем это. Пусть О — центр поворота, α. — угол поворота против часовой стрелки (случай поворота по часовой стрелке рас​сматривается аналогично). Допустим, что при этом повороте точ​ки М и N отображаются в точки М1 и N1 (рис. 9). Треуголь​ники OMN и OM1N1 равны по двум сторонам и углу между ними: ОМ = ОМ1, ON = ONt и  (MON=(M1ON1, (для случая, изобра​женного на рисунке 9, каждый из этих углов равен сумме уг​ла а и угла M1O N). Из равенства этих треугольников следует, что MN = M1N1, т. е. расстояние между точками М и N равно расстоя​нию между точками М1 и N1 (случай, когда точки О, М и N распо​ложены на одной прямой, рассмотрите самостоятельно). Итак, по​ворот сохраняет расстояния между точками и поэтому представля​ет собой движение. Это движение можно представить себе как поворот всей плоскости вокруг данной точки О на данный угол α.

3. Примеры письменного экзамена.

§3.1.Упростите выражение: 
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Примеры для самостоятельного решения:
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§3.2.Решить неравенство:

3х2-7х+4
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Решение:

3х2-7х+4
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Решим уравнение:

3х2-7х+4=0

Д=в2-4ас=49-4
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Разложим трёхчлен на множители, в результате чего получим неравенство

3(х-
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От последнего неравенства переходим к совокупности систем неравенств:
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Ответ: 
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Примеры для самостоятельного решения:

1. 3х2-7х+4≤0 Ответ: x
[image: image128.wmf]Î

[1;4/3].
2. 3х2-7х+6<0. Ответ: x
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3. 3х2-7х-6<0. Ответ: x
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(-2/3;3).
4. х2-3х+5>0. Ответ: x
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5. х2-14х-15>0. Ответ: x
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6. 2-x-х2 ≥0. Ответ: x
[image: image135.wmf]Î

[-2;1].
7. |х2-2х|<x Ответ: x
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(2;4).
8. |х2-4х|<5. Ответ: x
[image: image137.wmf]Î

(-1;5).
9. |5-2x|<1. Ответ: x
[image: image138.wmf]Î

(2;3).
10. |3x-2,5|≥2. Ответ: x
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11. |2x-4|<x-1. Ответ: x
[image: image141.wmf]Î

(5/3;3).
12. 
[image: image142.wmf]3х2-7х-6<0. Ответ: x-любое

13. 2(x-3)+5(1-x) ≥3(2x-5). Ответ: x
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15. (x+3)(x-1)(x-2)>0. Ответ: x
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16. 
[image: image150.wmf]-х2+4х-4>0. Ответ: нет решений.

17. 7x+10≥3x2. Ответ:-1≤x≤10/3.
18. 5x2-x<0. Ответ: x
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19. 
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§3.3.Найти значения всех тригонометрических функций угла ( при выполнении следующих условий:

Sin (=8(15.

Решение:

Применим основное тождество cos2(+sin2(=1, получим cos2(=1-sin2(,тогда

1. (cos((((1-82(17(=15/17;

2. tg(= sin(/ cos(; ( tg((=8/9;

         3.   ctg(( tg(=1, (ctg((=9/8.
Получим два ответа: 1( cos(=15/17, tg(=8/9, ctg(=9/8.

2)cos(=-(15/17),tg(=-(8/9), ctg(=9/8.

Примеры для самостоятельного решения:

1. Sin (=3/5; 0<(<(/2. Ответ: cos(=4/5; tg(=3/4; сtg(=4/3.

2. tg(=1; (<(<3(/2. Ответ: cos(=-(2/2; sin(=-(2/2; сtg(=1.

3. cosα =8/17 и α-угол I четверти. Ответ: sin(=15/17; tg(=15/8; сtg(=8/15.
4. Sin (=9/41; 0<(<(/2. Ответ: cos(=40/41; tg(=-9/40; сtg(=-40/9.

5. ctg(=1/3; (<(<3(/2. Ответ: cos(=-(10/10; sin(=-3(10/10; tg(=3.

6. tg(=-2,1; 3(/2<(<2(. Ответ: cos((0,43; sin((-0,9; сtg((-0,48.

7. ctg(=-2,5; 3(/2<(<2(. Ответ: cos(=5(29/29; sin(=-2(29/29; tg(=-2/5.

8. Sin (=40/41; (/2<(<(. Ответ: cos(=-9/41; tg(=-40/9; сtg(=-9/40.

9. cosα =-0,23 и α-угол II четверти. Ответ: sin((0,97; tg((-4,2; сtg((-0,24.

10. ctg(=-2,2; 0<(<(/2. Ответ: cos(=0,91; sin(=0,41; tg(=0,41.

11. cosα =-15/17; (<(<3(/2. Ответ: sin(=-8/17; tg(=8/15; сtg(=15/8.

12. tg(=-2,4; 3(/2<(<2(. Ответ: cos(=5/13; sin(=-12/13; сtg(=-5/12.

13. cosα =5/13; (<(<3(/2. Ответ: sin(=12/13; tg(=12/5; сtg(=5/12.

14. Sin (=-0,8; (<(<3(/2. Ответ: cos(=-0,6; tg(=4/3; сtg(=3/4.

15. Sin (= 
[image: image156.wmf]3
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; 0<(<(/2. Ответ: cos(=
[image: image157.wmf]3
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16. Sin (=0,8; (<(<3(/2. Ответ: cos(=0,6; tg(=4/3; сtg(=3/4.

17. cos (= 
[image: image160.wmf]4
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[image: image161.wmf]4
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18. cosα =0,25 и α-угол I четверти. Ответ: sin((0,97; tg((4,2; сtg((0,24.

19. ctg(=1,2; 0<(<(/2. Ответ: cos((0,77; sin((0,64; tg((0,83.

20. cosα =-13/17; (<(<3(/2. Ответ: sin(=-2√30/17; tg(=2√30/13; сtg(=13/2√30.

§3.4.Текстовые задачи на составление уравнений.

Пример: Моторная лодка прошла 42 км по течению реки и 0 км против течения за 5 часов. Найдем скорость лодки в стоячей воде, если известно, что скорость течения реки на всем участке пути равна 2 км/ч.

Решение: 


Пусть х-км/ч- скорость лодки в стоячей воде. Тогда скорость лодки по течению реки равна (х+2 )км/ч, а против течения она равна (х-2) км/ч. При этом должно выполнятся неравенство х>2; так как при х=<2 лодка не может идти против течения. Поэтому время затраченное на прохождение 42 км по течению реки, равно 42/(х+2)ч, а время за которое лодка прошла 20 км против течения реки, равно 20/(х-2)ч. Время затраченное на весь путь, равно 42/(х+2)+20(х-2) ч. Следовательно, имеем уравнение 

42/(х+2)+20(х-2)=5.

Перенесем 5 а левую часть уравнения и приведем дроби к общему знаменателю. Получим уравнение 

42(х-2)+20(х+2)-5(х+2)(х-2)/(х-2)(х+2)=0

Из него следует, что -5х2+20+62х-44=0 т,е 5х2-62х+24=0, причем (х+2)(х-2)(0. Корнями этого уравнения являются числа 12 и 2/5.

Но только корень 12 удовлетворяет дополнительному условию х>2.

Следовательно, скорость лодки в стоячей воде равна 12 км/ч.

Примеры для самостоятельного решения.

1. Числитель дроби на 1 больше ее знаменателя. Если прибавить к числителю 3 а к знаменателю 18, то полученная дробь будет на 1 меньше исходной. Найдите исходную дробь. Ответ:4/3

2. Велосипедист проехал расстояние 67 км за 4 часа, причем на последних 27 км пути его скорость была на 2 км/ч больше, чем на предыдущем участке пути. Сколько времени затратил велосипедист на последние 27 км пути? Ответ:1,5 ч.

3. Велосипедист выехал из города в поселок по дороге , длина которой 24 км, а возвратился по другой дороге, длиной 30 км. Несмотря на то, что на обратном пути он увеличил скорость на 2 км/ч, На обратный путь он затратил на 6 мин больше, чем на путь из города в поселок. С какой скоростью возвращался велосипедист? Ответ:12 км/ч.

4. Повысив скорость поезда на 10 км/ч удалось сократить на 1 ч время затрачиваемое на прохождение  пути в 720 км. Найдите первоначальную скорость поезда. Ответ:80 км/ч.

5. Из пункта А в пункт Б , расстояние до которого равно 33 км, одновременно выехали два велосипедиста. Один из них двигаясь со скоростью превышающей скорость второго велосипедиста на 4 км/ч, прибыл в пункт Б на 48 мин раньше чем второй. Сколько времени находился каждый велосипедист? Ответ:2,2ч и 3ч.

6. Теплоход прошел 9 км по озеру и 20 км по течению реки за 1 час. Найдите скорость теплохода при движении по озеру, Если скорость течения реки равна 3 км/ч. Ответ:27 км/ч.

7. Турист проплыл на лодке 6км по реке против течения и 15км по озеру, затратив на путь по озеру на 1 час больше, чем на путь по реке. Зная, что скорость течения реки равна 2 км/ч, найдите скорость лодки при движении по озеру. Ответ:6 км/ч; 5 км/ч.

8. Моторная лодка прошла 45 км по течению реки и 22 км против течения, затратив на весь путь 5 ч.Найдите скорость лодки при движений против течения реки, зная, что скорость течения реки 2 км/ч. Ответ:11 км/ч.

9. Урожай с участка сначала убирал один комбайн. Через 4 ч после начала работы к нему присоединился второй, и, проработав совместно 8 ч, они закончили уборку урожая с участка. За сколько часов мог бы убрать урожай с участка каждый комбайн, работая отдельно, если известно, что первому понадобилось бы на 8ч больше, чем второму? Ответ:24 ч и 16 ч.

10. Ученики школы при её окончании обменялись карточками с каждым. При этом всего потребовалось 210 карточек. Сколько учеников окончили школу в этом году? Ответ:15 учеников.

11. Два пешехода идут навстречу друг другу из двух пунктов, расстояние между которыми равно 30 км. Если первый выйдет на 2 ч раньше второго, то встреча произойдёт через 2,5 ч. после выхода второго. Если же второй пешеход выйдет на 2ч раньше первого, то встреча произойдет через 3 ч. после выхода первого. С какой скоростью идет каждый пешеход? Ответ: 5 км/ч, 3 км/ч.

12. Для перевозки 60 т груза из одного места в другое затребовали некоторое количество машин. Ввиду неисправности дороги на каждую машину пришлось грузить на 0,5 т меньше, чем предполагалось, поэтому дополнительно потребовалось 4 машины. Какое количество машин было затребовано первоначально? Ответ: 20 машин.

13. Две бригады, работая  вместе закончили ремонт участка пути в 6 дней. Одной первой бригаде для выполнения 40% всей работы потребовалось бы времени на 2 дня больше, чем одной, второй бригаде для выполнения для выполнения 13
[image: image164.wmf]3
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% всей работы. Определить, за сколько дней могла бы отремонтировать каждая бригада  отдельно весь участок. Ответ:10 дней,15 дней.

14. Двое рабочих, работая вместе, выполнили некоторую работу за 6 часов. Первый из них, работая отдельно, может выполнить всю работу на 5 часов скорее, чем второй рабочий, если последний будет работать отдельно. За сколько часов каждый из них, работая отдельно, может выполнить всю работу? Ответ: 10 часов,15 часов.

15. Одна тракторная  бригада должна была вспахать 240 га , а другая на 35% больше, чем первая. Вспахивая ежедневно на 3 га меньше второй бригады, первая всё же закончила работу на 2 дня раньше, чем  вторая бригада. Сколько гектаров вспахивала каждая бригада ежедневно? Ответ:24 га, 27 га или 15 га, 18 га.

16. Трава на лугу растет одинаково густо и быстро. Известно, что 70 коров поели бы ее за 24 дня, а 30 коров- за 60 дней. Сколько коров поели бы всю траву за 96 дней?   Ответ:20 коров.

17. Двое рабочих выполнили вместе некоторую работу за 12 часов. Если бы сначала первый сделал половину этой работы, а затем другой остальную часть, то вся работа была выполнена за 25 часов. За какое время мог выполнить эту работу каждый в отдельности. Ответ:30 часов, 20 часов или 20 часов, 30 часов.

18. Из двух мест, расстояние между которыми 650 км, отправляются два поезда друг другу навстречу. Если оба поезда тронутся с места одновременно, то они встретятся через 10 часов. Если же второй поезд отправится на 4 часа  20 мин. раньше первого, то встреча произойдет через 8 часов после отправления первого. Определить среднюю скорость каждого поезда. Ответ:35 км/ч, 30км/ч.

19. Двум машинисткам было поручено  выполнить некоторую работу. Вторая из них приступила к работе на 1 час позднее первой. Через 3 часа , после того, как первая начала работу , им оставалось выполнить еще 9/20 всей работы. По окончании работы оказалось, что каждая машинистка выполнила половину всей работы. Во сколько часов каждая из них в отдельности могла выполнить всю работу? Ответ:10 часов, 8 часов.

20. Из  А и Б вышел поезд со скоростью 40 км/ч. Через 8 часов  вышел из Б в А со скоростью 60км/ч. Расстояние между между А и Б равно 700 км. На каком расстоянии от  А поезда встретятся? Ответ:472 км.
§3.5. Геометрические задачи.

Пример: Средняя линия трапеции равна 10см и делит площадь трапеции в отношении 3:5. Найдите длины оснований.

Решение:

 Пусть ВС=а, АD=b, CR=h-высота. Тогда по свойству средней                                         

В       a
       С    линии трапеции MN=(a+b)/2, а по    

                           условию MN=10, значит (a+b)/2=10.

                            Так как  MN-средняя линия трапеции, 

M       10    P     N          то СР=РR=h/2.

                                  Найдем площади трапеции AMND MDCN: 

A             b      R       D                                         


                                       SAMND=
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По условию SMBCN: SAMND=3:5, значит 
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Отсюда, 5а+50=30+3b,

                3b-5a=20.

Итак, для величин a и b получили систему линейных уравнений:
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Ответ: длины оснований трапеции равны 5 см и 15 см.  

Примеры для самостоятельного решения.

1. Найти площадь треугольника АВС, если АВ=3, ВС=7, ВМ=4, где ВМ – меридиана.

Ответ: 6
[image: image170.wmf]2
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2. В прямоугольном треугольнике АВС из вершины С прямого угла проведена высота СД. Точка Д. находится на расстоянии m и n от катетов АС и СВ соответственно. Найдите длины катетов.
[image: image171.wmf]
Ответ:  
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3. Сумма длин диагоналей параллелограмма равна 8 см. Найдите суммы квадратов длин всех сторон параллелограмма.

Ответ: 32 см.

4. В трапеции оснований равны 5 см. и 15 см, а длина диагоналей 12 см. и 16 см. Найдите площадь трапеции.

Ответ: 96 см.2
5. Периметр равнобедренного треугольника равен 2р, угол при вершине 
[image: image173.wmf]a

. Определить площадь треугольника.

Ответ: 
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6. В треугольнике длина основания на 4 см. меньше длины высоты, а площадь этого треугольника равна 96 см2. Найти длины основания и высоты треугольника.

Ответ: 12 см., 16 см.

7. Найти биссектрисы углов прямоугольного треугольника с катетами 24 см. и 18 см.

Ответ: 
[image: image175.wmf].
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8. Параллелограмм с периметром 44 см. разделен диагоналями на 4 треугольника. Разность между периметрами двух смежных треугольников равна 4 см. Определите длины сторон параллелограмма.

Ответ: 8 см., 14 см.

9. В равнобедренном треугольнике с боковой стороной 4 см. проведена медиана к боковой стороне. Найдите длину основания треугольника, если длина медианы равна 3 см.

Ответ: 
[image: image176.wmf].
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10. Около круга радиуса 2 см. описана равнобочная трапеция с площадью 20 см2. Найдите стороны трапеции.

Ответ: 2см., 8 см., 5 см.

11.Стороны АВ и ВС треугольника АВС равны соответственно 16 см и 22 см, а высота, проведенная к стороне АВ, равна 11 см. Найти высоту, проведенную к стороне ВС.

Ответ:  8 см.

12.Площадь прямоугольного треугольника равна 168 см2. Найдите катеты, если отношение их длин равно 7/12.

Ответ: 14см. и 24 см.

13.Найдите диагонали ромба, если одна из них в 1,5 раза больше другой, а площадь ромба равна 27 см2.

Ответ: 6см. и 9 см.

14.Найдите площадь прямоугольной трапеции, у которой две меньшие стороны равны 6 см, а большой угол равен 1350.

Ответ: 54 см2.

15.Тупой угол равнобедренной трапеции равен 1350, а высота, проведенная из вершины этого угла, делит большее основание на отрезки 1,4 см и 3,4 см. Найдите площадь трапеции.

Ответ: 4,76 см2.

16.Найдите высоту треугольника со сторонами 10 см, 10 см и 12 см. Ответ: 8см, 9,6 см, 9,6 см.

17.найдите сторону и площадь ромба, если его диагонали равны 10 см и 24 см. Ответ: 13см,120 см2.

18. Найдите диагональ и площадь ромба, если его сторона равна 10 см, а другая диагональ -12см.

 Ответ: 96 см2, 16 см. 

19. Одна из диагоналей параллелограмма является высотой. Найдите эту диагональ, если периметр параллелограмма равен 50 см, а разность  смежных сторон  равна 1 см. Ответ: 5см.

20. Найдите меньшую высоту треугольника, если его стороны рваны: а) 24 см, 25 см, 7см; б) 15 см, 17см, 8 см.

 Ответ: а) 6,72 см; б) 7
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